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Les tenseurs affines de la me´canique :
le torseur, le co-torseur et le moment
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Re´sume´ :
Dans [9], Souriau propose de revisiter la Me´canique en mettant l’accent sur son caracte`re affine. C’est
ce point de vue que nous adopterons ici en conside´rant les objets familiers de la me´canique (torseurs,
application moment) comme des tenseurs affines, une ge´ne´ralisation simple des tenseurs classiques [2].
Abstract :
In [9], Souriau proposes to revisit the Mechanics emphasizing its affine nature. It is the point of view
that we shall adopt here, considering the familiar objects of the Mechanics (torsors, momentum map)
as affine tensors, une simple generalization of the classical tensors [2].
Mots clefs : Dynamique des corps rigides, Me´canique des Milieux Continus,
Relativite´, Me´canique symplectique
1 Groupe affine et groupe de Galile´e
Soit un espace affineAT associe´ a` un espace vectoriel T de dimension n. Tout repe`re affine est constitue´
d’une origineQ ∈ AT et d’une base (~eα) de T . Par la de´composition unique :
−−→
QP = V α~eα, il permet
d’associer a` chaque point P de AT un ensemble de coordonne´es affines V α, range´es dans le vecteur
colonne V ∈ Rn. A tout changement de repe`re affine correspond une transformation affine, constitue´e
d’une translation C et d’une matrice de passage re´gulie`re P :
V = C + P V ′ . (1)














= P˜ V˜ ′ .
Cette remarque est importante car les re`gles du calcul affine se rame`nent ainsi aise´ment a` celle du calcul
line´aire. L’ensemble des transformations affines a = (C,P ) forment le groupe affine Aff(n), a` la base
de la ge´ome´trie affine. Avec une re`gle gradue´e et un rapporteur, nous pouvons mesure les distances entre
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deux points, les angles entre deux droites et les volumes de l’espace physique AT . Les transformations






, R ∈ SO(3) , (2)
qui forment le groupe d’Euclide SE(3), sous-groupe de Aff(3). C’est le groupe de la ge´ome´trie eucli-
dienne mais aussi, comme nous le verrons, celui de la statique. Si nous disposons d’une horloge, nous
pouvons mesurer des dure´es. Rajoutons une dimension en travaillant dans l’espace-temps AT . Dans un







En l’absence de gravite´, les particules mate´rielles se de´placent enmouvement rectiligne uniforme (M.R.U.).
Les transformations affines qui conservent le M.R.U., les dure´es, les distances, les angles et les volumes
oriente´s sont de la forme :
P˜ =





ou` u ∈ R3 est un boost galile´en, k ∈ R3 est une translation spatiale et τ0 ∈ R est un changement
d’horloge. Elles forment le groupe de Galile´e GAL, sous-groupe de Aff(4). C’est le groupe de la
dynamique classique.
2 Tenseurs affines
A tout objet affine, nous pouvons associer un syste`me de composantes affines. Conside´rons par exemple
une fonction affine Ψ de AT dans R. On peut lui associer les composantes Φα de l’unique forme
line´aire associe´e, range´es dans le vecteur ligne Φ, et la hauteur au-dessus de l’origine χ = Ψ(Q). Dans










= Ψ˜ P˜ . (4)
qui est une repre´sentation line´aire de Aff(n). Ces fonctions affines forment un espace vectoriel A∗T
de dimension (n+ 1).
On peut ge´ne´raliser cette construction et de´finir un tenseur affine comme un objet qui assigne un ensem-
ble de composantes a` chaque repe`re affine f deAT avec une re`gle tensorielle qui est une repre´sentation
(line´aire ou affine) de Aff(n).
Avec cette de´finition, les tenseurs affines sont une ge´ne´ralisation naturelle des tenseurs classiques que
nous appellerons tenseurs line´aires, ces derniers e´tant des tenseurs affines triviaux pour lesquels la
transformation affine a = (C,P ) ope`re a` travers sa partie line´aire P = lin(a).
SoitR un espace vectoriel de dimensions finiem. T est appele´ l’espace source etR l’espace cible. Si
R est diffe´rent deR, le tenseur est a` valeur vectorielle. Un tenseur affine peut eˆtre construit comme une
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application qui est affine ou line´aire par rapport chacun de ses arguments. Comme les tenseurs line´aires,
les tenseurs affines peuvent eˆtre classe´s en trois familles, contravariants, covariants et mixtes.
Les tenseurs affines les plus simples sont les points qui sont 1 fois contravariants et les formes affines qui
sont 1 fois covariants mais on peut en construire de plus complexes qui ont une signification physique
profonde : les torseurs (propose´s dans [1]), les co-torseurs et lesmoments de´taille´s dans [2]. Pour plus de
de´tail sur l’espace affine dual, le produit tensoriel affine, le produit exte´rieur affine et les fibre´s tangents
affines, le lecteur peut consulter [3], [10] (AV -differential geometry).
Un tenseur peut eˆtre vu comme une orbite d’un groupe dans l’espace de ses composantes. Par restriction
des re`gles tensorielles des tenseurs a` un sous-groupe G ⊂ Aff(n), nous obtenons les G-tenseurs. Par
exemple, les SE(3)-tenseurs sont les tenseurs euclidiens et lesGAL-tenseurs sont les tenseurs galile´ens.
3 Torseurs
On invente un nouvel objet, le torseur. C’est une forme biline´aire antisyme´trique τ sur l’espace A∗T
des formes affines :
∀Ψ, Ψˆ ∈ A∗T , τ (Ψ, Ψˆ) = −τ (Ψˆ,Ψ) .
Tenant compte de la biline´arite´ et de l’antisyme´trie, le torseur est repre´sente´ dans un repe`re affine par :
τ (Ψ, Ψˆ) = τ((χ,Φα), (χˆ, Φˆβ)) = J
αβΦα Φˆβ + T
α(χ Φˆα − χˆΦα) ,

















= P˜−1τ˜ P˜−T , (5)
avec C ′ = −P−1C .
3.1 Statique d’un arc
Appliquons cette de´marche ge´ne´rale a` un exemple simple, la statique d’un arc. Faisons une coupe en
un point. La section droite est soumise a` un vecteur des efforts F et a` un vecteur des momentsM . On







ou` j(u) est la matrice antisyme´trique repre´sentant le produit vectoriel : j(u) v = u∧v . Conside´rons un
changement d’origine repre´sente´ par une translation C ′ (la matrice de passage R e´tant l’identite´). Quel
est l’effet de cette transformation euclidienne sur les composantes du torseur ? La re`gle (5) conduit a`
deux relations attendues, la conservation des efforts et la loi de transport des moments :
F ′ = F, M ′ = M + C ′ ∧ F .
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3.2 Dynamique d’une particule mate´rielle
Quel est la structure de son torseur ? On peut travaille de nouveau dans l’espace-temps et le repre´senter
par une matrice antisyme´trique (5). Nous recherchons ses invariants par transformation galile´enne, ce
qui nous ame`ne a` poser :
τ˜ ′ =





On fait ainsi apparaıˆtre un scalaire m que nous identifierons a` la masse, et un vecteur-colonne l0 ∈
R
3, de norme invariante, que nous identifierons au moment cine´tique propre. On peut interpre´ter (7)
comme l’expression du torseur d’une particule au repos dans le repe`re conside´re´. Pour connaıˆtre ces
composantes dans un repe`re en mouvement, appliquons un boost galile´en de vitesse d’entraıˆnement v .
Graˆce a` la re`gle (5) applique´e a` une transformation galile´enne (3), les composantes du torseur dans le
repe`re en mouvement sont :
τ˜ =







ou` on voit apparaıˆtre la quantite´ de mouvement p = mv et le moment cine´tique l = l0 + mx ∧ v,
incluant le terme de transport, mais aussi la quantite´ de position q = mx , produit de la masse par le
vecteur position. Ces variables familie`res n’apparaissent pas de manie`re inde´pendante mais comme les
composantes d’un objet structure´.
4 Gravite´ galile´enne
E´largissons notre cadre en conside´rant une varie´te´ diffe´rentielle M pouvant eˆtre dote´e d’une courbure
mais que nous percevrions, au moins localement, de manie`re affine. Par la suite T sera l’espace vectoriel
tangent a`M enX , note´ TXM etATXM le meˆme espace tangent enrichi de sa structure d’espace affine.
Nous devons nous donner un moyen de le paralle´liser en le munissant de la ge´ome´trie du groupe affine.
En passant d’un point X ∈ M a` un autre infiniment voisin X ′ = X +
−→
dX , nous devons donner, en
fonction de
−→
dX , les mouvements de la base locale, donc une matrice de passage infinite´simale dP , et
le mouvement de l’origine, donc une translation infinite´simale dC . Nous de´finissons ainsi une matrice












Un calcul e´le´mentaire montre que ΓA(dX) = dX−∇dXC . En conside´rant que C se re´duit a` une trans-
lation en x et en se restreignant au groupe de Galile´e, nous de´finissons ainsi une connexion galile´enne
(syme´trique, a` valeur dans l’alge`bre de Lie de GAL) :
d˜P = Γ˜ =

 0 0 0dt 0 0
−Ω ∧ x dt Ω ∧ dx− g dt j(Ω) dt

 . (9)
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Les symboles de Christoffel s’interpre`tent comme la gravite´ g et un nouvel objet Ω appele´ tournoiement.
On peut ainsi diffe´rentier un champs de torseur sur M de manie`re intrinse`que en tenant compte de la
variation du repe`re affine : dτ˜ = d(P˜ µ˜′P˜ T ) = P˜ dµ˜′P˜ T + dP˜ µ˜′P˜ T + P˜ µ˜′dP˜ T En faisant tendre la
transformation P vers l’identite´, donc τ˜ ′ vers τ˜ , on obtient la de´rive´e affine du torseur :
∇˜τ˜ = dτ˜ |P˜=Id= dτ˜ + Γ˜ τ˜ + τ˜ Γ˜
T .
Cette de´rive´e affine est note´e ∇˜ pour la distinguer de la de´rive´e vectorielle usuelle ∇. Sur cette base,
nous e´nonc¸ons un principe affirmant que la de´rive´e covariante du champ de torseur est nulle, ce qui
donne lieu, tenant compte de (5), a` deux groupes d’e´quations :
∇˜T = dT + ΓT = 0, ∇˜J = dJ + Γ J + J ΓT + ΓAT
T − T ΓTA = 0 . (10)
Ve´rifions sur deux exemples la pertinence de ce principe pour la Me´canique.
4.1 E´quations d’e´quilibre d’un arc
Soit s la longueur courante le long de l’arc et U = dx / ds le vecteur unitaire tangent. Pour le torseur







+ U × F = 0 .
4.2 E´quations dumouvement d’une particule ou d’un solide rigide
Tenant compte de (8), (9) et (10), le principe de nullite´ de la de´rive´e du torseur conduit aux e´quations du
mouvement : on retrouve donc la conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement, le the´ore`me
du moment cine´tique et une e´quation me´connue mais e´le´gante qui stipule que la de´rive´e de la quantite´
de position q est la quantite´ de mouvement p :
m˙ = 0, p˙ = m (g − 2Ω ∧ v), l˙ +Ω ∧ l0 = x ∧m (g − 2Ω ∧ v), q˙ = p . (11)
En l’absence de tournoiement, on retrouve la loi de Newton. La pre´sence de Ω permet d’expliquer le
mouvement du pendule de Foucault sans devoir ne´gliger l’acce´le´ration centripe`te [2]. Le terme con-
tenant le moment cine´tique propre l0 permet d’expliquer par exemple le mouvement d’un satellite ou de
la toupie de Lagrange.
4.3 Ge´ne´ralisation aux milieux continus de dimension arbitraire
Les exemples pre´ce´dents peuvent eˆtre conside´re´s comme des milieux continus de dimension 1 (l’arc, la
trajectoire d’une particule). On ge´ne´ralise sans grosses difficulte´s aux milieux curvilignes de dimension
m plonge´s dans un espace environnant de dimension n. Le torseur sera un tenseur affine a` valeur dans
un espace vectoriel cible de dimension m. Ces composantes affines (γ Tα,γ Jαβ) auront trois indices,
celui de gauche e´tant relatif a` l’espace cible, ceux de droite ayant la meˆme fonction qu’a` la section 3. Le
principe e´nonce´ a` la section 4 se ge´ne´ralise aise´ment en affirmant que la divergence affine du champ de
torseurs a` valeur vectorielle s’annule :
γ∇˜
γ Tα = 0, γ∇˜
γJαβ = 0 .
23e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Lille, 28 au 1er Septembre 2017
Ces e´quations sont tre`s ge´ne´rales et peuvent se de´cliner en fonction du milieu curviligne choisi et de
l’espace environnant [2]. Pour la dynamique des corps 3D (n = m = 4), on en de´duit les e´quations
d’Euler des milieux continus. L’e´tude des milieux 1D (n = 4, m = 2) re´ve`le des e´quations de la
dynamique plus riches que celles des poutres et des arcs qui permettent aussi de mode´liser des fluides
(par exemple, un jet d’eau ou l’e´coulement dans un tuyau).
5 Co-torseurs
Un co-torseur est une forme bi-affine antisyme´trique γ sur l’espace AT :
∀P , Pˆ ∈ AT , γ(P , Pˆ ) = −γ(Pˆ ,P ) .
Tenant compte caracte`re bi-affine et de l’antisyme´trie, le co-torseur est repre´sente´ dans un repe`re affine
par :
γ(P , Pˆ ) = γ(V α, Vˆ β) = Aα(V
α − Vˆ α) + ΩαβV
αVˆ β ,

















= P˜ T γ˜ P˜ . (12)
Appliquons cette de´marche pour de´crire la cine´matique d’un corps rigide. On peut lui associer un co-







ou` v ∈ R3 est sa vitesse et ω ∈ R3 sa vitesse de rotation. La re`gle (12) applique´ a` la transformation
euclidienne (2) conduit aux relations :
v′ = v + ω ∧ C, ω′ = ω
qui de´crivent bien la cine´matique d’un corps rigide. Torseurs et co-torseurs peuvent eˆtre mis en dualite´
graˆce au produit doublement contracte´ :
γ : τ = Tr(γ˜ τ˜)
En combinant (6) et (13), il est aise´ de ve´rifier que la puissance totale exerce´e sur le corps par des efforts




γ : τ = v · F + ω ·M .
Le co-torseur cine´matique (tenseur covariant) est bien l’objet dual du torseur statique (tenseur contravari-
ant). Torseurs et co-torseurs ne peuvent donc eˆtre range´s dans une meˆme classe d’objet comme c’est
parfois le cas dans certains ouvrages. Le pre´sent formalisme e´vite justement ce genre de confusions.
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6 Moments
Si l’utilisation a` des fins me´canique de tenseurs affines contravariants et covariants est relativement
naturelle, celle des tenseurs mixtes est moins e´vidente mais tout aussi fructueuse. Soit une varie´te´
diffe´rentielle M de dimension n et G un sous-groupe de Lie de Aff(n). Nous appelons (tenseur)
moment une forme biline´aire µ:
µ : TXM×A
∗TXM→ R : (
−→
V ,Ψ) 7→ µ(
−→
V ,Ψ)
C’est un tenseur affine mixte, 1 fois covariant et 1 fois contravariant. Tenant compte de la biline´arite´, il
est repre´sente´ dans un repe`re affine f par :
µ(
−→




ou` Kβ et L
α
β sont les composantes de µ ou, de manie`re e´quivalente, le couple µ = (K,L) du vecteur
ligne K collectant les Kβ et la matrice (carre´e d’ordre n) L d’e´le´ments L
α
β . Tenant compte de la re`gle
tensorielle des vecteurs V = P V ′, a` ne pas confondre avec (1), et de celle (4) des formes affines, celle
des tenseurs moments est donne´e par l’action induite de Aff(n):
K ′ = K P−1, L′ = (P L+ CK)P−1 (14)
Si l’action est restreinte au sous-groupe G, le moment µ est un G-tenseur.
6.1 Tenseur moment et repre´sentation coadjointe
D’autre part, jetons un coup d’œil a` l’alge`bre de Lie g de G, c’est-a`-dire a` l’ensemble des ge´ne´rateurs
infinite´simaux Z = da = (dC, dP ) avec a ∈ G. Identifions les composantes du moment µ = (K,L)
au dual g∗ de l’alge`bre de Lie graˆce au produit de dualite´ :
µZ = µda = (K,L) (dC, dP ) = K dC + Tr(LdP ) (15)
Nous savons que le groupe ope`re sur l’alge`bre de Lie par la repre´sentation adjointe :
Ad(a) : g→ g : Z ′ 7→ Z = Ad(a)Z ′ = aZ ′ a−1 .
Comme G est un groupe de transformations affines, tout ge´ne´rateur infinite´simal Z est repre´sente´ par :











Alors Z˜ = P˜ Z˜ ′ P˜−1 conduit a` :
dC = P (dC ′ − dP ′ P−1C), dP = P dP ′ P−1 . (16)
Cette repre´sentation adjointe induit la repre´sentation coadjointe de G dans g∗ de´finie par :
(Ad∗(a)µ′)Z = µ′ (Ad(a−1)Z) .
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Vu (15), on trouve que la repre´sentation coadjointe :
Ad∗(a) : g∗ → g∗ : µ′ 7→ µ = Ad∗(a)µ′
est donne´e par :
K = K ′ P−1, L = (P L′ + C K ′)P−1 .
Il vaut la peine d’observer que la re`gle tensorielle (14) dumoment n’est rien d’autre que la repre´sentation
coadjointe.
Toutefois, cette construction mathe´matique n’est pas pertinente pour toutes les applications a` laMe´canique
et nous avons besoin de l’e´tendre en conside´rant une application θ de G dans g∗ et une re`gle tensorielle
ge´ne´ralise´e :
µ = a · µ′ = Ad∗(a)µ′ + θ(a) , (17)
ou` θ de´pend e´ventuellement d’un invariant de l’orbite. Comme on souhaite que le moment soit un
tenseur affine, il faut qu’elle soit une repre´sentation affine de G dans g∗ :
∀a, b ∈ G, θ(ab) = θ(a) +Ad∗(a) θ(b) (18)
Remarque : cette action induit une structure d’espace affine sur l’ensemble des tenseurs moments. Soit
π : F → M le fibre´ principal des repe`res affines, de groupe structural G pour l’action sans point fixe
(a, f) 7→ f ′ = a · f sur chaque fibre. On peut alors construire le fibre´ principal :
πˆ : g∗ ×F → (g∗ ×F)/G : (µ, f) 7→ µ = orb(µ, f)
pour l’action sans point fixe :
(a, (µ, f)) 7→ (µ′, f ′) = a · (µ, f) = (a · µ, a · f)
ou` l’action sur g∗ est (17). Clairement, l’orbite µ = orb(µ, f) peut eˆtre identifie´e auG-tenseur moment
µ de composantes µ dans le repe`re f .
6.2 Tenseur et application moment
Soit (N , ω) une varie´te´ symplectique (ou pre´-symplectique) [4], [5], [7], [8]. Un groupe de Lie G
ope´rant diffe´rentiablement a` gauche sur N et pre´servant la forme symplectique ω est appele´e groupe
symplectique. Le produit inte´rieur d’un vecteur
−→
V et d’une p-forme ω est note´ ι(
−→
V )ω. Une application
ψ : N → g∗ telle que :
∀η ∈ N , ∀Z ∈ g, ι(Z · η)ω = −d(ψ(η)Z) ,
est appele´e application moment de G. Il s’agit de la quantite´ intervenant dans le the´ore`me de Noether
qui affirme que ψ est constante sur chaque feuille de N . Dans ([7], The´ore`me (11.17), page 109, ou sa
version anglaise [8]), Souriau a prouve´ qu’il existe une application lisse θ de G dans g∗:
θ(a) = ψ(a · η)−Ad∗(a)ψ(η) , (19)
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qui est un cocycle symplectique, c’est-a`-dire une application θ : G → g ve´rifiant l’identite´ (18) et
telle que (Dθ)(e) est une 2-forme. Un re´sultat important appele´ the´ore`me de Kirillov-Kostant-Souriau
re´ve`le la structure symplectique de l’orbite [7] (The´ore`me (11.34), page 116-118) : soit G un groupe
de Lie et une orbite de la repre´sentation coadjointe orb (µ) ⊂ g∗ ; alors, l’orbite orb (µ) est une varie´te´
symplectique, G est un groupe symplectique et tout µ ∈ g∗ est son propre moment.
Remarque 1: remplac¸ant η par a−1 · η dans (19), cette formule donne :
ψ(η) = Ad∗(a)ψ′(η) + θ(a) ,
ou` ψ 7→ ψ′ = a · ψ est l’action induite par celle de G sur N . Il vaut la peine d’observer que ce n’est
rien d’autre que (17) avec µ = ψ(η) et µ′ = ψ′(η). Dans ce sens, les valeurs de l’application moment
sont juste les composantes des G-tenseurs moments (d’ou` le nom).
6.3 Forme pre´symplectique factorise´e
Toute connexion d’Ehresmann sur le fibre´ principal F peut, de manie`re e´quivalente, eˆtre de´finie par un
champ de 1-formes Γ˜ sur F a` valeur dans g, verticale, Ad-e´quivariante et telle que Γ˜(Z · f) = Z . En
accord avec le produit de dualite´ (15), on peut mettre moments et connections en dualite´ :
µ Γ˜ = K ΓA + Tr (LΓ) .




dµ ∧ Γ˜ , (20)
produit exte´rieur de la 1-forme dµ a` valeur dans g∗ et de la 1-form Γ˜ a` valeur dans g, donc une 2-forme
a` valeur scalaire. On montre alors dans [2] que :
• la restriction a` l’orbite ψµ de la projection η = (µ, f) 7→ µ est une submersion,
• sur chaque orbite, ω est l’image re´ciproque par ψµ de la forme symplectique du the´ore`me de
Kirillov-Kostant-Souriau et elle est invariante par G,
• ψµ est une application-moment et ψµ ◦ La = Ad
∗(a)ψµ + θ(a) ,
• Les e´quations du mouvement sont :
dη ∈ Ker(ω) ⇔ ∇˜dXµ = dµ + ad
∗(Γ˜)µ− ι(Γ˜) (Dθ(e)) = 0 , (21)
Il est inte´ressant de remarque que, si le dernier terme est nul, l’e´quation n’est rien d’autre que l’e´quation
d’Euler-Poincare´ [6]. En fait, (21) ge´ne´ralise cette e´quation quand la classe de cohomologie symplec-
tique du groupe n’est pas nulle, notamment dans le cas important du groupe de Galile´e.
6.4 Application a` la me´canique classique
Pour le groupe de Galile´e, le produit de dualite´ (15) s’e´crit :
µZ = l · d̟ − q · du+ p · dk − e dτ0 .
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La forme la plus ge´ne´rale de l’action (17) est alors :
p = Rp′ +mu, q = R (q′ − τ0 p
′) +m (k − τ0 u) , (22)
l = R l′ − u× (R q′) + k × (Rp′) +mk × u , (23)
e = e′ + u · (Rp′) +
1
2
m ‖ u ‖2 . (24)
ou` l’invariant de l’orbitem intervenant dans le cocycle symplectique θ est la masse. La re`gle tensorielle
re´ve`le la signification physique des composantes du tenseur moment, la quantite´ de mouvement p, le
passage q, le moment cine´tique l et l’e´nergie e.
Les termes re´sultant de la classe non nulle de cohomologie symplectique du groupe de Galile´e sont
absolument ne´cessaires pour retrouver les e´quations en accord avec les observations expe´rimentales.
Apre`s quelques simplifications, on obtient touts calculs faits :
e˙ = g · p, p˙ = m (g − 2Ω× v) ,
q˙ = p, l˙ +Ω× l0 = x× m (g − 2Ω× v) .
On retrouve les e´quations du mouvement (11) sauf pour la conservation de la masse qui est remplace´e
par celle de l’e´nergie.
7 Conclusion
En analysant la structure ge´ome´trique sous-jacente de la me´canique, nous avons identifie´ trois types
de tenseurs affines pertinents : le torseur (deux fois contravariant), le co-torseur (deux fois covariant),
objets naturellement en dualite´, et enfin le tenseur moment (une fois covariant et une fois contravariant),
en dualite´ avec les ge´ne´rateurs infinite´simaux de l’alge`bre de Lie du groupe de syme´trie.
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